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PROGRAMAGAO INTEIRA

Da divisibilidade as decisoes inteiras

Programacao Linear Programacao Inteira

Admite valores fracionarios para as variaveis. Exige valores inteiros para algumas ou todas
as variaveis — restricao de integralidade.

Adequada para quantidades divisiveis, como
toneladas, litros e horas de operacao. Necessaria para decisoes sobre unidades
indivisiveis, como caminhdes e maquinas.

3,6 caminhoes ou 2,33 maquinas exigem rever o dominio das variaveis.

A funcao objetivo e as restricoes permanecem lineares.
Muda o dominio das variaveis e o conjunto de solucoes admissiveis.

O 6timo continuo pode serinadmissivel. O Simplex, isoladamente, ndo assegura uma solucao inteira.



6.2/ PROGRAMAGAO INTEIRA

Pl pura, mista e binaria

Pl pura

Todas as variaveis de
decisao sao inteiras.

Quantidades de maquinas de
dois tipos.

Xq5 X5 € Z20

Pl mista

Combina variaveis inteiras e
continuas.

Numero de caminhoes n e
carga g, em toneladas.

ne€Z=0,q=0
q=Cn

MEJLGENE

As variaveis assumem
somente O ou 1.

Abrir uma instalacao: y=1.
Nao abrir: y =0.

y €{0, 1}

C é a capacidade de cada caminhao. A Pl binaria € um caso particular da Programacao Inteira.



PROGRAMAGCAO INTEIRA

Estrutura matematica e formulacao

Modelo geral

Maximizar Z = 3j-," cjx;

di-,Maixj<sbi i=1,..,m
Xj=0 ji=1,..,n
Xj € 7 JE I

cj: contribuigao ao objetivo

aijj: consumo ou relagao técnica
bi: limite da restricao

I: indices das variaveis inteiras

Roteiro de formulacao

1

2

Descrever a decisao, o horizonte e as
unidades.
Definir as variaveis e seu significado.

Construir a funcao objetivo com unidades
consistentes.

Traduzir recursos, demandas e relagoes
légicas em restrigoes.

Especificar os dominios: continuo, inteiro nao
negativo ou binario.

Validar o modelo e interpretar a solucao.

Pl pura: todas as variaveis inteiras. Pl mista: apenas parte delas. Restricbes também podem usar = ou =.



6.3/ PROGRAMACAO INTEIRA
Modelagem: planejamento da producao

Uma empresa produz equipamentos A e B em unidades indivisiveis. Cada unidade utiliza dois
recursos limitados. O objetivo € maximizar o lucro do periodo.

Informacéo A B Disponibilidade Modelo matematico
Recurso 1 2 1 7 Maximizar Z = 5x, + 4x,
Recurso 2 1 2 7 Sujeito a:
o 2X, * X, =7
Lucro unitario (R$) 5 4 —
Xy +2X, =7
X4, X5 € Z20

X;: quantidade de equipamentos A
X,: quantidade de equipamentos B

Pl pura: as duas variaveis sao inteiras nao negativas. Valores didaticos.



6.4/ PROGRAMAGAO INTEIRA

Relaxacao da integralidade e limites

Retiramos temporariamente a exigéncia de integralidade e mantemos as demais restricoes.
Podemos entdo aplicar o método grafico ou o Simplex.

Solucao do exemplo de producao O papel dos limites
2Xq + X5 =7 Na maximizagao:
Xq+2X, =7

Otimo da relaxacéo

) Limite superior do étimo inteiro
Subtraindo: x, = x, P

Substituindo: 3x, =7 Solugao inteira viavel

Limite inferior do 6timo inteiro
X=X, = 7/3=2,3333
ZLP =5(7/3) + 4(7/3) = 21 Na minimizacao, os sentidos se invertem.

O lucro continuo maximo é 21, mas a solucao fracionaria ndo é admissivel para equipamentos indivisiveis.



6.5/ PROGRAMAGAO INTEIRA

Por que nao basta arredondar?

Arredondar (7/3, 7/3) para (2, 2) produz lucro 18.

A combinacao inteira (3, 1) respeita os recursos e gera lucro 19.

Alternativa X, X, Z

Relaxacao 7/3 7/3 21
Arredondamento 2 2 18
Candidata inteira 3 1 19
Arredondar para cima 3 3 27

Situacao

Otima continua, ndo inteira
Viavel, mas nao 6tima
Viavel e melhor que (2, 2)

Inviavel: consumos 9> 7

Arredondar pode reduzir o resultado ou violar restricoes.

Arredondar para baixo também pode ser inviavel em modelos com igualdades ou demandas minimas.
A otimalidade de (3, 1) sera comprovada pelo Ramificacao e Limite (Branch and Bound).



6.6 / PROGRAMAGAO INTEIRA

Branch and Bound: ramificacao e limites

O método combina relaxacoes lineares e uma busca organizada em subproblemas para
encontrar e comprovar a melhor solucao inteira.

Solucao incumbente: melhor solucao inteira viavel encontrada até o momento. Ela pode ser
substituida se encontrarmos outra melhor.

Ramificacao (Branch) Limites (Bound)
Divide as possibilidades inteiras em Usa os resultados das relaxacoes
subproblemas. para descartar regioes que nao

podem melhorar a solucao
conhecida.



BRANCH AND BOUND - PASSO A PASSO

1. Separar as possibilidades inteiras

Relaxacao original: x, =x,=7/3=2,33e Z=21.
A solucao é fracionaria. Precisamos ramificar.

Como x, precisa ser inteiro, criamos dois ramos:

Ramo A Ramo B
Acrescentar x, = 2 Acrescentar x, =3
Inteiros possiveis: 0, 1, 2 Inteiros possiveis: 3, 4, ...

Cada ramo mantém as restricoes originais e a funcao objetivo.
Resolvemos sua relaxacao novamente, permitindo valores fracionarios.
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BRANCH AND BOUND - PASSO A PASSO
2. Ramo A: por que (2; 2,5)?

Em A, x, < 2. Na fronteira x, = 2, substituimos nas duas restri¢coes:

Restricao Substituir x, =2 Limite para x,
2X, t X, =7 4+x,<7 X, <3
X;+2X, <7 2+2X,s7 X,<2,5

As duas condig¢des precisam valer: X, = min(3; 2,5) = 2,5.
Melhor ponto de A: (2; 2,5). Lucro: 5(2) + 4(2,5) = 20.

Conferéncia: os lucros nos vértices de Asao 0, 10, 14 e 20.

O maximo é 20, mas X, ainda € fracionario.
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BRANCH AND BOUND - PASSO A PASSO
3. Ramo B: por que (3; 1)?

Em B, x, = 3. Na fronteira x, = 3, substituimos nas duas restrigoes:

Restricao Substituir x, =3 Limite para x,
2X, + X, <7 6+X,s7 X, <1
X;+2X,s7 3+ 2X,<7 X, < 2

As duas condig¢Oes precisam valer: X, = min(1; 2) = 1.
Melhor ponto de B: (3; 1). Lucro: 5(3) + 4(1) = 19.

Os vértices de B geram lucros 15, 17,5 e 19. A solucdo 6tima € inteira.

Encerramos B e guardamos 19 como a melhor solugao inteira conhecida.
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BRANCH AND BOUND - PASSO A PASSO

4. Por que continuar investigando A?

Ramo Melhor solucao relaxada Lucro Situacao
A (2; 2,5) 20 Fracionaria
B (3; 1) 19 Inteira

A ainda pode melhorar a solugao incumbente: seu limite superior € 20,
enguanto o melhor lucro inteiro conhecido é 19.

Como x, =2,5, dividimos A novamente:

A1: acrescentarx,=2. AZ2:acrescentarx,= 3.

Os dois filhos herdam x, < 2 e todas as restrigdes originais.
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BRANCH AND BOUND - PASSO A PASSO

5. Calcular os resultados de A1 e A2

Al:x,=s2ex,s2 A2:x,=2ex,23

Na fronteira x, = 2: Na fronteira x, = 3:
2x;+2<s7dax,<2,5 2x;+3<s7dax,s2
X;+2(2)s7dax,<3 X;+2(3)s7dax,s1
Condigao herdada: x, = 2 Condicao herdada: x, < 2
X; < min(2,5; 3;2)=2 X;<min(2;1;2)=1
Melhor ponto: (2; 2) Melhor ponto: (1; 3)
Z=5(2)+4(2)=18 Z=5(1)+4(3)=17

Os dois 6timos sao inteiros e ndo superam o lucro 19 ja encontrado.
Encerramos A1 e A2 e mantemos (3; 1) como melhor solucao.



BRANCH AND BOUND - PASSO A PASSO

6. Comparacao final e decisao 6tima

Ramo final Melhor solucao Lucro
B (3; 1) 19
A1 (2; 2) 18
AV (1; 3) 17

Todos os ramos estao encerrados. O 6timo inteiro esta comprovado.

X;=3,X,=1eZmax=R$ 19

Produzir 3 equipamentos Ae 1 B.
Recurso 1: consumo 7, folga 0. Recurso 2: consumo 5, folga 2.
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BRANCH AND BOUND

Quando encerrar um no?

Inviabilidade A relaxacao nao possui solucao viavel.

Integralidade O 6timo da relaxacao atende a integralidade.
Atualizar a incumbente se houver melhora.

Limite Na maximizacgao, o limite superior do n6é € menor ou igual
ao valor daincumbente. O né nao pode melhora-la.

No exemplo, todos os nds finais foram encerrados por integralidade.
X,=3,Xx,=1eZ*=R$ 19

Folgas: recurso 1 =0 erecurso 2 = 2. Diferenca para a relaxacao: 21 -19=2.
Sem ndés em aberto, o 6timo esta comprovado. A ordem de exploracao pode variar.



EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

1. Modelar a contratacao dos veiculos

Transportar pelo menos 18 pessoas em uma viagem, com 0 menor custo.
Ha veiculos suficientes dos dois tipos. Lugares vazios sao permitidos.

Informacao Van Micro- Minimizar C = 40x, + 65X,
onibus
Lugares 4 7 Ax, +7X,2 18

X4, X, INteiros e 2 0
Custo (R$) 40 65

X, = quantidade de vans. x, = quantidade de micro-0onibus.
A capacidade dos dois tipos se soma para atender as 18 pessoas.
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EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

2. Resolver a relaxacao linear

Permitimos temporariamente fracoes de veiculos.
Mantemos a capacidade minima e a nao negatividade.

Van: custo por lugar Micro-6nibus: custo por lugar

40 +4=R$ 10,00 65+7=R$ 9,29

O micro-6nibus é mais barato por lugar. Usamos apenas esse tipo:

x,=0ex,=18/7=2,5714
Custo minimo continuo =65 x 18/7~R$ 167,14
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EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

3. Por que nao basta arredondar?

A solucao continua pede 2,5714 micro-6nibus.
Precisamos contratar veiculos inteiros e verificar os lugares disponiveis.

Alternativa Vans Micro Lugares Custo (R$) Situacao
Relaxacao 0 18/7 18 167,14 Fracionaria
Arredondar para baixo 0] 2 14 130,00 Inviavel
Inteiro mais proximo 0] 3 21 195,00 INGCHERENE]

Dois micro-6nibus deixam 4 pessoas sem lugar.
Trés atendem ao grupo, mas ainda precisamos procurar uma opcao mais barata.
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EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

4. Ramificar a variavel fracionaria

Na raiz: x, =0ex,=2,5714. Escolhemos x, para ramificar.

Ramo A Ramo B
Acrescentar x, = 2 Acrescentar x, = 3
Até 2 micro-6nibus no problema inteiro 3 ou mais micro-6nibus no problema inteiro

Os dois ramos mantém 4x, + 7x,= 18 e x4, X, = 0.
Resolvemos a relaxacao de cada ramo novamente.

Nenhuma possibilidade inteira de x, se perde com essa divisao. e



EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

5. Ramo A: ateé dois micro-onibus

O micro-06nibus custa menos por lugar. Na fronteira x, = 2:

4x,+7(2)=18 Como a van aumenta o custo,
4x, +14=218 escolhemos o menor valor: x, = 1.
ax, 24

X, =1 Solugao: (Xq; X,) =(1; 2)

C =40(1) + 65(2) = R$ 170

E inteira e vidvel: guardamos como melhor contratacdo encontrada.

Em A, o menor custo para cada x, € 180 — 5x,, que diminui até x, = 2.
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EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

6. Ramo B: trés ou mais micro-onibus

Na fronteira x, = 3, substituimos na capacidade minima:

4x,+7(3)=18 Tambeém precisamos de x, =2 0.
4x,+21=18 Logo, x, 2 max(-0,75; 0) = 0.
4x, 2 =3 o t 0

X, = -0,75 menor custo usa x, = 0.

C = 40(0) + 65(3) = R$ 195

Trés micro-6nibus ja oferecem 21 lugares. Mais veiculos aumentam o custo.

Encerramos B: seu 6timo € inteiro e custa mais que os R$ 170 do ramo A.
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EXERCICIO 2 - VEICULOS PARA UMA VISITA

7. Comparar os ramos e concluir

Ramo Vans (x,) Micro (x,) Lugares Custo (R$)
A 1 2 18 170,00
B 0) 3 21 195,00

Ambos os ramos estiao encerrados. O custo minimo inteiro é R$ 170.

Decisao: contratar 1 van e 2 micro-onibus.
Sao 4 + 14 = 18 lugares, sem sobra.

A relaxagao forneceu o piso R$ 167,14. A contratagdo viavel de R$ 170
forneceu um teto. A analise dos ramos comprovou o 6timo R$ 170.
Economia em relagao ao arredondamento: R$ 195 - R$ 170 = R$ 25. 217



PROGRAMAGAO INTEIRA BINARIA

Decisoes do tipo sim ou nao

Cada variavel representa uma escolha: 1 =realizar e 0 = nao realizar.

Exemplo: dois investimentos Modelo binario

Orcamento disponivel: R$ 6 mil Maximizar Z = 7y, + 5y,

Investimento Custo’ Beneficio’
4y, +3y,=6
Aly,) 4 U Y1, Y2 €{0, 1}
B (y.) 3 3
O orcamento soma os custos
"Valores em R$ mil. Dados didaticos. das alternativas escolhidas.

Escolher A: (y,; ¥,) =(1; 0), beneficio 7 e gasto 4. A + B custaria 7, acima do orgamento.



DECISOES DO TIPO SIM OU NAO

Escolha de investimentos: formulacao

1. Representar as decisoes 2. Identificar os coeficientes
y, =1 se Afor realizado, 0 caso contrario. Investimento  Custo Beneficio
y, =1 se B for realizado, 0 caso contrario.
A 4 7
As variaveis indicam escolhas. B 3 5

Cada investimento é realizado por inteiro.

Valores em R$ mil. Orgamento: 6.
MaximizarZ =7y, + 5y,
4y, +3y,<6 e vy, Y¥,€{0,1}

7 e 5 medem os beneficios. 4 e 3 sdo o0s custos.
Multiplicar por 1 inclui o investimento. Multiplicar por 0 o exclui.



DECISOES DO TIPO SIM OU NAO

Escolha de investimentos: combinacoes

Duas variaveis binarias geram 2% = 4 combinacgdes. Orcamento: R$ 6 mil.
Gasto = 4y, + 3y,. Beneficio = 7y, + 5y,. Valores em R$ mil.

(V45 Y2) Escolha Gasto Beneficio Situacao

(0; 0) Nenhum 0] 0 Viavel

)] Somente A 4 7 Viavel e 6tima
(0; 1) Somente B 3 5 Viavel

(1; 1) AeB 7 12 Inviavel: 7> 6

Escolher somente A: beneficio R$ 7 mil, gasto R$ 4 mil e sobra R$ 2 mil.

Primeiro, verificar a viabilidade. Depois, comparar os beneficios das combinacdes permitidas.
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