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PARTE 1 - INTRODUCAO

Exemplo 1

Duas origens, dois destinos: do enunciado ao modelo e a solucao na planilha.



EXEMPLO INTRODUTORIO 1

Dois depoasitos e dois centros de consumo

Os depositos D1 e D2 disponibilizam, respectivamente, 15 e 35 unidades de um produto. Os centros de consumo C1 e C2
demandam 20 e 30 unidades. O custo unitario de cada rota esta indicado na rede. Quanto transportar em cada rota para
atender a demanda com o menor custo total?

DEPOSITOS - OFERTA CENTROS DE CONSUMO -
DEMANDA
D1 Cl1
15 un. 2,50 20 un.
3,00

3,50
D2 C2
35 un. 2,30 30 un.
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EXEMPLO INTRODUTORIO 1

Modelo de programacao linear

Variaveis de decisao

Xijj = quantidade transportada do
deposito Diao centro Cj,comi=1,2¢€|
=1, 2.

Equilibrio

Oferta total: 15 + 35 =50
Demanda total: 20 + 30 =50

Por isso todas as restricoes sao igualdades.

Minimizar

Z = 2,50x11 + 3,00x12 + 3,50%21 + 2,30x22

sujeito a

X11 + X12 =15
X21 + X22 = 35
X11 + X21 = 20
X12 + X22 = 30
Xijj =2 0

Programacao Linear Aplicada - Cap. 5 — Problema de Transporte

oferta de D1
oferta de D2
demanda de C1
demanda de C2

nao negatividade
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EXEMPLO 1 - SOLUCAO NA PLANILHA

O modelo organizado na planilha

X11 Xa2 X21 X22
Quantidades 15 0 5 30
Custos unitarios 2,50 3,00 3,50 2,30
Oferta D1 1 1 0 0
Oferta D2 0 0 1 1
Demanda C1 1 0 1 0
Demanda C2 0 1 0 1
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Resultado

Z=124,00
15
35
20
30

Limite

15
35
20
30

Como a planilha calcula

Z = SOMARPRODUTO(custos;
quantidades)

Cada restricao:
SOMARPRODUTO(coeficientes;

quantidades), comparado ao limite.

Custo total

124,00
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EXEMPLO 1 - SOLUCAO NA PLANILHA

Uma distribuicao viavel

C1

2,50

15

3,50

20

3,00

2,30

30

Cc2

30

Oferta D1
15 D2
35 Dem.
50
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Conferéncia das restricoes
Linhas: 15+0=15-5+30=35
Colunas: 15+5=20-0+30=30

Custo total
Z =15x2,50 + 0x3,00 + 5x3,50 + 30%x2,30

Z=124,00

Trés rotas sao utilizadas; a rota D1 = C2 fica sem fluxo.
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EXEMPLO 1 - SOLUCAO NA PLANILHA

E se usarmos a rota D1 -» C2?

Distribuicao atual - Z = 124,00

Cl1 Cc2 Oferta D1

2,50 3,00 e
D2
15 0
3,50 2,30 3r
Dem.

5 30

20 30 50

1 unidade por D1 - C2 - Z = 125,70

Cli C2 Oferta
02’5 @ 300
v 1 15
14
33’5 & ~°30
g 29 35
6
20 30 50

D1

D2

Dem.

Para manter ofertas e demandas, cada unidade enviada por D1 — C2 exige ajustes em Xi1, X21 € X22: +3,00 - 2,50 + 3,50 - 2,30 =
+1,70 por unidade. O custo aumenta; logo, a distribuicdo com Z = 124,00 ¢ a de menor custo.
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PARTE 1 - INTRODUCAO

Exemplo 2

Trés depositos e dois centros: a solucao construida em etapas.



EXEMPLO INTRODUTORIO 2

Trés depositos e dois centros de consumo

Acrescenta-se o deposito D3, com capacidade de 40 unidades, e custos de 3,20 (para C1) e 2,80 (para C2). As demandas
passam a 40 unidades em C1 e 50 em C2, preservando o equilibrio: 15 + 35 + 40 =90 = 40 + 50.

DEPOSITOS - OFERTA CENTROS DE CONSUMO -
DEMANDA
D1
2,50
C1
40 un.
3,00
3,50
2,30 C2
3,20 50 un.
2,80
40 un.
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EXEMPLO INTRODUTORIO 2

Modelo de programacao linear

Variaveis de decisao

xjj = quantidade de Di para Cj,
comi=1,2,3ej=1,2:seis
variaveis.

Restricoes
Trés de oferta e duas de

demanda: cinco igualdades.

Agora a solucgao sera construida
em etapas.

Minimizar

Z = 2,5X11 + 3X12 + 3,5X21 + 2,3X22 + 3,2X31 + 2,8X32

sujeito a

X11 + X212 =15

X21 + X22 = 35

X31 + X32 = 40

X11 + X21 + X31 = 40
X12 + X22 + X32 = 50
Xij 2 0
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oferta de D1
oferta de D2
oferta de D3
demanda de C1
demanda de C2

nao negatividade
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EXEMPLO 2 - ETAPAS DA SOLUCAO

Trés passos, repetidos até a otimalidade

PASSO 1 PASSO 2
Solucao basica inicial Teste de otimalidade

PASSO 3

; Variavel que sai da base
Método do Canto Noroeste: Stepping Stone: avalia cada rota nao
alocacodes a partir da célula superior basica e decide a variavel que entra

esquerda. na base.

Aumenta-se o fluxo da que entra
até uma variavel basica se anular.

Com a nova solucao, volta-se ao passo 2, até que nenhuma rota nao basica reduza o custo.
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PASSO 1 - SOLUCAO BASICA INICIAL

Metodo do Canto Noroeste

C1

2,5
0

15

3,5
0

25

3,20

40

3,00

10

40

Cc2

50

2,30

2,80

Oferta

15

35

40

20

D1

D2

D3

Dem.
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1° xa2 = min(15; 40) = 15 - D1 esgotado
2° x21 = min(35; 25) = 25 - C1 atendido
3° x22 = min(10; 50) = 10 - D2 esgotado
4° x3> = min(40; 40) = 40 - tudo atendido

Zo=15%2,50 + 25x%3,50 + 10x2,30 + 40%x2,80

Zo = 260,00

Basicas: Xa1, X21, X22, X32 (M + n — 1 = 4). Nao basicas: X12 € Xs1.
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PASSO 2 - TESTE DE OTIMALIDADE (STEPPING STONE)

Avaliando a rota nao basica xa2

Cc1 Cc2 Oferta D1
Ciclo fechado
2,5
00 @ 3,00 X2 (+) - X11 (—) — X21 (+) — X22 (—) - X12
1 15 D2
14
. Variacao unitaria
’ 2,30
ao ? 35 D3 AZ.. = +3,00 - 2,50 + 3,50 - 2,30 = +1,70
26 Na planilha: Z =260,00 - 261,70
3,20 2,80 0
4 Dem.
0 40 AZ1> > 0: o custo aumenta; x12 hao entra na base.
40 50 20
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PASSO 2 - TESTE DE OTIMALIDADE (STEPPING STONE)

Avaliando a rota nao basica Xz

Cl

2,50 3,00
15 | 0
8 @
24 11
8o
1 | 39
40
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Cc2

50

2,30

2,80

Oferta

15

35

40

20

D1

D2

D3

Dem.

5 — Problema de Transporte

Ciclo fechado

X31 (+) - X21 (—) — X22 (+) — X32 (—) — X31

Variacao unitaria
AZz = +3,20 - 3,50 + 2,30 - 2,80 = -0,80
Na planilha: Z =260,00 —» 259,20

AZs1 < 0: o custo diminui; xz1 € candidata a entrar.
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PASSO 2 - DECISAO

Qual variavel entra na base?

ROTA D1 -» C2 ROTA D3 » C1

= 7 = -0,80
AZi2 = +1,70 AZz: = -0,
Aumenta o custo - nao entra Reduz o custo - entra na base

Regra (minimizacao): entra na base a variavel nao basica com AZ negativo; havendo varias, a de AZ mais negativo. Se
todos os AZ > 0, a solucao atual é 6tima.
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PASSO 3 - VARIAVEL QUE SAI DA BASE

Quanto enviar por Xz1?

c1 c2
2,50 3,00
15 (O

3,5

QO (+ ] 2,30
25 10+6
-0
03’2 (- 2,80
o | 40-0

40 50
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Oferta

15

35

40

20

D1

D2

D3

Dem.

5 — Problema de Transporte

Z =260,00 - 0,800

N PO @

25

X21=25-86>0—-08<25
x32=40-86>0-06<40
0 = min(25; 40) = 25 - x21 sai da base

Z (planilha)

260,00
259,20
258,40

240,00
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NOVA SOLUCAO BASICA

Xz1 entra, X1 sai

C1

2,50

15

3,50

3,20

25

40

3,00

2,30

35

2,80

15

Cc2

50

Oferta

15

35

40

20

D1

D2

D3

Dem.
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Novo teste (passo 2)

AZ12=+3,00 - 2,50 + 3,20 - 2,80 = +0,90
ciclo x12 = X121 = X31 = Xa2

AZ21 = +3,50 - 2,30 + 2,80 - 3,20 = +0,80

ciclo X212 = X22 = X32 = Xa1

Todos os AZ 2 0: solucdo otima.

Z* = 240,00

Economia de 20,00 (= 7,69%) em relacao ao Canto Noroeste.
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PARTE 2

Generalizacao

m fontes, n destinos: enunciado, rede e formulagcao matematica.



GENERALIZACAO

O problema de transporte

Uma organizacao dispoe de m fontes de fornecimento e precisa distribuir um produto a n destinos.
Cada fonte i tem capacidade ai, cada destino j apresenta demanda bj e cada rota 1 = j tem custo
unitario cj. Quanto transportar em cada rota para atender as demandas com o menor custo total?

DECISAO OBJETIVO CONDICOES
Quanto enviar de cada fonte a cada Minimizar o custo total de Respeitar capacidades, demandas
destino (xi). transporte. e nao negatividade.
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GENERALIZACAO

Elementos da rede

FONTES - OFERTA DESTINOS - DEMANDA
Fontes
Fabricas, centros de distribuigcdo ou = D
fornecedores, cada um com oferta ai. a1 b1
Destinos

Depdsitos, mercados ou clientes, cada um
com demanda b;.

Rotas

Ligacoes i = j com custo unitario cij; o fluxo x;; &
a decisao.

)
o O
s B

—
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GENERALIZACAO

Formulacao matematica

Parametros e variaveis Minimizar
m fontes e n destinos Z=3i_am zj=1n Cij Xij
aj oferta da fonte i . .
sujeito a

bj demanda do destino | .

: - J. _ it Xij=ai,l=1,..,m oferta
cij custo unitario darotai— | Tiam Xjj = bj,j =1,..,n demanda
xij quantidade transportada de i para j Xij 2 0 ndo negatividade
Equilibrio: > ai = X bj. Se forem diferentes, acrescenta-se uma m-n variaveis, m + n restricoes, mas a base tem apenas m + n
fonte ou um destino ficticio. - 1 variaveis.
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GENERALIZACAO

Por que a base tem m + n - 1 variaveis?

1 - Somando as m restricoes de oferta 2 - Somando as n restricoes de 3-Como Z aj = Z b

demanda -
Zi 2j Xijj = Zj Qi as duas somas sao a mesma

2i 2j xij = Zj bj equacao

Qualguer uma das m + n restricoes pode ser obtida das outras m + n — 1: uma delas é redundante. O posto da matriz de
restricoes € m + n — 1 e toda solucao basica tem m + n - 1 variaveis basicas.

Exemplo 1: 2 + 2 — 1 = 3 basicas (X11, X1, X22) Exemplo 2: 3 + 2 — 1 = 4 basicas (X11, X21, X22, X32)

Se uma variavel basica valer zero, a solucao € degenerada, mas a variavel continua na base.
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PARTE 3

Algoritmos

Canto Noroeste, ciclo fechado e Stepping Stone.



ALGORITMO

Metodo do Canto Noroeste

o Comece pela célula superior esquerda (xa1).

e Aloque o minimo entre a oferta restante da linha e a demanda
restante da coluna.

e Elimine a linha ou a coluna satisfeita e avance para a direita ou para
baixo.

a Repita até esgotar todas as ofertas e demandas.

Nao usa os custos: gera uma solucao basica viavel com m + n — 1 alocacgoes,
mas possivelmente cara. Se linha e coluna se esgotam juntas, elimina-se s6
uma e aloca-se 0 na célula seguinte (degenerescéncia).
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Ci

15

83,5
0
25

3,20

40

3,00

10

40

C2

50

2,30

2,80

Oferta

15

35

40

20

D1

D2

D3

Dem.
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ALGORITMO

O que é um ciclo fechado?

Caminho que parte de uma célula nao basica e retorna a
ela, alternando movimentos horizontais e verticais, com
vértices apenas em células basicas.

v Sinais alternados: + na célula avaliada; depois -, +, —...

v/ Cada linha e cada coluna do ciclo tém um + e um —: ofertas e
demandas continuam satisfeitas.

v Numero par de vértices (no minimo 4); para cada célula nao basica, o
ciclo é unico.

v 0 caminho pode passar sobre outras células sem fazer vértice nelas.
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c1 C2

X11 - 2,50 x12 - 3,00
D1 15 0

X21 3,50 X22 - 2,30
D2 25 (-) —> 10(+)

X3+ 3,20 X32 - 2,80
D3 0(+) < 40 (-)

Ciclo de xs1 (exemplo 2): AZs: = +3,20 - 3,50 + 2,30 - 2,80 = -0,80
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ALGORITMO

Método Stepping Stone

1 Iniciar 2 Avaliar
Obter uma solucao basica viavel (Canto Para cada célula nao basica, construir o
Noroeste) e calcular Z. ciclo fechado e calcular AZj pela soma

algébrica dos custos.

4 Selecionar 5 Ajustar
Entra na base a célula com AZj mais 0 = menor alocacao nas posicoes (-) do
negativo. ciclo; somar 6 nas (+) e subtrair nas (-).
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3 Testar

Se todos os AZjj > 0, a solucao é 6tima;
AZ; = 0 indica 6timo alternativo.

6 Atualizar

Sai da base a célula que se anulou;
manter m + n — 1 basicas e voltar a
“Avaliar”.
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SINTESE

Do quadro inicial a solucao 6tima

Canto Noroeste Avaliar AZ Entra
—)> —)>
solucao inicial ciclos fechados AZ mais negativo
Repete-se a partir de “Avaliar AZ” até que todos os AZj > 0.
Exemplo Canto Noroeste Otimo
2 depdsitos x 2 centros 124,00 124,00
3 depositos x 2 centros 260,00 240,00
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Sai

B8 = menor (-)

—

Economia
0,00

20,00
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