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MODELO GERAL DE PROGRAMAGAO LINEAR

Funcao
Objetivo

Restrigoes

Nao
Negatividade

n
Maximizar ou Minimizar Z = Z CiX;
j=1

n
Z QxS (2, =) b, parai=1,2,..,m
J=1

b; sao constantes conhecidas

X; = 0 para j=1,2,..,n

xj variaveis de decisao

C; coeficientes da fungao
' objetivo (lucro, custo, etc.)

a;;  coeficientes técnicos das
restricoes

disponibilidade de recursos
(lado direito das restri¢des)

m  numero de restrigoes

n numero de variaveis
de decisao




PREMISSAS DA PROGRAMACAO LINEAR

O método Simplex é valido quando o problema satisfaz as seguintes premissas:

o Linearidade e Proporcionalidade e Aditividade

A funcao objetivo e todas as restrigoes A contribuigao de cada variavel para a Os efeitos das variaveis sao independentes
ik séo lineares nas variaveis de deciséo. fung@o objetivo e o consumo de recursos e somados para obter o resultado total.
2 - A ;
sao proporcionais a quantidade Efeito/de 1
produzida/utilizada.
. +
Exemplo: Exemplo:
X . Efeito de x
Max Z = 30x; + 50x; '2 e 1 unidade de x; consome A Exemplo:
s.a. 3 unidades do recurso. Z = 30x; + 50x,

x1 3x; + 2x, < 18 e 2 un?dades de x; consomem é a soma das contribuicdes
2%, + x2 < 12 6 unidades do recurso. individuais.
G Nao negatividade

0 Divisibilidade

Certeza dos parametros

As variaveis de decisao podem assumir Os coeficientes da fungao objetivo (c;), Todas as varidveis de decisdo e as
valores fracionarios (continuos). das restrigoes (a;;) e os termos 2,4 variaveis de folga devem ser
independentes (b;) sdo conhecidos nédo negativas.

Exemplo: e constantes durante a solugao.

x; = 7,5 e x, = 5 séo solugdes Exemplo:

0 admissiveis. Exemplo: x>0 2, >0
> e . o= ’ gt
(Se exigirmos valores inteiros, Os valores 30, 50, 3, 2, 18 etc. >

3 . s
giprotiema deixaide;gerrl sao dados determinados no modelo. » 1 felges. i =,0
e passa a ser PLI.)

. Importante: Com essas premissas, o conjunto de solugdes viaveis € convexo e, X1, X2 — variaveis de decisao
se existir solugao 6tima finita, ela ocorre em pelo menos um ponto extremo fi — variaveis de folga
(vértice) da regiao viavel. ¢j, ajj, by — parametros do modelo



REGIAO VIAVEL, SOLUCOES BASICAS E OTIMO

Por que o Simplex busca o 6timo nos vértices da regiao viavel?

Exemplo (2 variaveis) | O Otimo em um vértice

o Regiao viavel
Conjunto de todos os pontos que
@ satisfazem simultaneamente todas

as restri¢coes e as condicoes de
nao negatividade.

e Convexidade
Se dois pontos viaveis A e B pertencem
@ a regido, qualquer ponto do segmento
que os une também é viavel.
o Vértices (pontos extremos)
A regiao viavel é um poligono (em 2D)
O ou um poliedro (em n dimensodes).
o Solucao basica viavel

Seus vértices sao pontos extremos
l Cada conjunto de m variaveis basicas define

0<A<1 = XA+ (1—A)B éviavel

da regiao.

um ponto. Se todos os valores béasicos
forem > 0, temos uma solugao basica
viavel, que (sob as condigGes usuais)
corresponde a um vértice.

Modelo: Max Z = 50x; + 40x,

sa. [ 4x; +2x; <40
le ) 31'2 < 30

A
(interceptos: (0,20) e (10,0))

2x; + 3x, = 30
(interceptos: (0,10) e (15,0)

10

B (7,5)

REGIAO VIAVEL
| X . ,
0 ' 0(0,0) \ 10 C 15
(10,0) D(15,0)

Qualquer ponto do segmento AC
também é viavel (convexidade).

|

X1

Em problemas de Programacao Linear,
se a solugao 6tima for finita, existe pelo
menos uma solugao 6tima em um
vértice da regiao viavel.

@ Interpretacao

¢ Cada vértice <> uma solugao basica viavel.

¢ O Simplex move-se de vértice em vértice
(troca de base), buscando melhorar Z.

@ Ideia central

Linearidade + convexidade

|

Otimo ocorre em um vértice

|

Simplex = caminhar entre
solucoes basicas viaveis

@ Observagao: Em dimensbes maiores (n > 2), a regiao viavel é um poliedro e os vértices sao a generalizagdo dos pontos extremos.



SISTEMAS LINEARES DE EQUAGOES  oemieoss

b . . - : A: matriz de coeficientes m xn
Modelos de Programacao Linear, apds a conversao das restricoes em igualdades,

podem ser representados por um sistema linear de equacgdes:
Av=b b: vetor dos termos independentes m x 1

CONDIGOES DE RESOLUGAO DE SISTEMAS LINEARES
€ sisTEMA PossiVEL DETERMINADO (SPD) [l @) SISTEMA POSSIVEL INDETERMINADO (SPI) € SISTEMA IMPOSSIVEL (SI)

x: vetor de incognitas n x 1

o Possui uma unica solucao. @ Possui infinitas solugdes. Q Nao possui solucao.
Relagdo entre m=n Relagdo entre m<n Relagdo entre mz=>n
equacoes (m) e Numero de equacgoes equacdes (m) e Menos equagoes do que incognitas. equagdes (m) e Igual ou mais equagoes do que incognitas.
incégnitas (n) igual ao nimero de incognitas. incégnitas (n) (sistema subdeterminado) incognitas (n) (superdeterminado ou quadrado)
Condicdo de Condigao As equagoes sdo compativeis, Condicho
solugdo unica As equacdes sdo linearmente independentes. mas linearmente dependentes. ¢ Ha incompatibilidade entre as equacgdes.

N O sistema determina completamente s Exust?m \./ané-vels hvre§. ] L W As equacoes entran.w em contradi¢ao
pretac os valores de todas as incognitas. Ai equagoef impGem l’eStltl(;O’ES, ; P ¢ para qualquer conjunto de valores
mas nao determinam todas as incégnitas. das incégnitas.
Numero de 1 solucdo Numero de Infinitas solucoes Numero de Nenhuma solucao
solucdes solugbes (conjunto solugdo néo vazio com dimensio > 0) solucdes (conjunto solugdo vazio)

OBSERVAGAO: A classificacido do sistema depende dos postos da matriz de coeficientes A e da matriz aumentada [A]|b].
E Consisténcia do sistema < posto(A) = posto([A|b]). Se isso ndo ocorre, o sistema é impossivel.



O meétodo Simplex

* O método simplex € um procedimento algébrico. Entretanto,
seus conceitos subjacentes sdao geometricos.

* Os pontos de intersecao sao as solucoes em pontos extremos
(PEF — pontos extremos factiveis).

* Solucoes PEF adjacentes: compartilham um limite de restricao.

* Se uma solucao PEF adjacente nao possuir nenhuma solucao
adjacente melhor (que proporcione um objetivo) entao ela é
otima.



O meétodo Simplex

(0,6)

Maximizar Z = 3x; + 5x,,
sujeito a

I/Z—?)O (2,6) 2X2 = 12
36 3%y + 2% = 18
O @ c
_— X1 = O, X9 = ()
Regido (4, 3)
de s.o’lug.oes N~ 7 =97
. viaveis
Z =12
© | | | l/ | |
(0,0) @ >
™Nz=0 (4,0) X1




CONCEITOS FUNDAMENTAIS DO METODO SIMPLEX

Regiao viavel: Conjunto de todos os pontos que satisfazem simultaneamente todas as restricdes
do problema e as condi¢coes de nao negatividade.

A B e Convexidade: Se dois pontos vidveis A e B pertencem a regido, qualquer ponto do segmento
. ® de reta que os une também pertence a regidao. Matematicamente, para0 < A < 1,
: o ponto AA + (1 — A)B é viavel.

e Vértices (pontos extremos): Sdo os pontos da regido vidvel que ndo podem ser expressos como
combinagao convexa de outros pontos distintos da regidao. Em 2D, sao os “cantos” do poligono;
em n dimensoes, sao os pontos extremos do politopo.

BEell xi | X3 | = X o Solucao basica: Obtida ao escolher m variaveis para formar a base (m = n° de restricdes)
=olssdol 0 |0 | = |10 e atribuir valor zero as demais (varidveis nao basicas).

II @ e Solucao basica viavel: Solucio basica em que todas as varidveis basicas assumem valores

nao negativos (= 0). Sob as condi¢des usuais do problema, corresponde a um vértice da regido viavel.

e Otimo em um vértice: Em problemas de Programacao Linear, se a solucio 6tima for finita,
existe pelo menos uma solugao 6tima em um vértice da regiao viavel.
O Simplex move-se de vértice em vértice (troca de base), buscando melhorar o valor da
funcao objetivo até atingir o 6timo.




DO MODELO DE PROGRAMACAO LINEAR AO SIMPLEX

O QUE E O METODO SIMPLEX?

O Simplex € um método iterativo para determinar a melhor solugcao de um problema de Programacao Linear,
avaliando sucessivas solugcoes do sistema de equacgoes associado ao modelo.

€ MODELO ORIGINAL DE € CONVERSAO DAS RESTRICOES €© SISTEMA DE EQUAGOES PREPARADO
PROGRAMAGCAO LINEAR EM EQUACOES PARA O SIMPLEX
| Um problema de PL pode ser representado por: Para aplicar o método Simplex, as restricoes sao ‘ Apos a conversao, o modelo é representado por
convertidas em equacgoes, preservando as condigoes um sistema linear de equacoes:
max Z =c'z estabelecidas pelo modelo. ‘
D Mpli
s.a. Az <b | Az =b
T T e variavel de folga
x>0 a;z<b; = aiz+ f;=0>; (f; > 0) satiar
de: o A’ € R™"(»+P) & amatriz de coeficientes
onge: T T variavel de excesso do sletara Dreparads:
e 2 €ER" (variaveis de decisao) a; T > b = a;z—e; =b; (e; > 0) SISO PISparaces
e A € R™*X™ (matriz de coeficientes) e ' € R®*P contém as variaveis originais
e beR™ (vetor dos limites) aiTm - b'z » az‘T = bz’ F:;L:E:Z? e as variaveis de folga/excesso;
e ceR" (coeficientes da fungao objetivo) e b € R™ éo vetor dos limites;
* m = namero de restricdes * P = numero de variaveis adicionadas
e 7 = numero de variaveis de decisao Observagdes: (folgas e/ou excessos).
e f; > 0 mede quanto falta para atingir um limite maximo.
0 As restricdes do modelo podem * € 2 0 mede quanto se excede um limite minimo. Este é o sistema sobre o qual o método
ser desigualdades ou igualdades. e A conversdo nao altera a regiao factivel do modelo. Simplex sera aplicado.

IDEIA CENTRAL: As restricoes do modelo sao convertidas em equacoes para que o problema possa ser tratado
como um sistema linear, permitindo a aplicagao do método Simplex.



TRANSFORMACAO DO MODELO
INSERGAO DAS VARIAVEIS DE FOLGA

MODELO ORIGINAL MODELO COM VARIAVEIS DE FOLGA

Maximizar Maximizar
Z = 63Xy €%+ i€, X, Z =Xy #5835 e i X,
Sujeito a Sujeito a

IN
o

allxl + a12x2 + e + alnxn

‘ a”xl + a12X2 + €908 + alnxn += bl

Am1 X it A2 X2 e S Amn¥Xn = bm Am1 X1 s A2 X2 Ho-satly AynXn + = bm
Nao negatividade Nao negatividade
x; 20 para j=1,2,...,n xj =20 para j=12,..n

ZO pata =12, ... M

. 7 \ 9 B




PROGRAMAGAO LINEAR E O METODO SIMPLEX

Resumo: variaveis basicas, nao basicas e solucao inicial

1. PROBLEMA DE PROGRAMAGAO LINEAR

Exemplo (mesas e cadeiras)

Z = 50x; + 40x,
4x; + 2x, < 40
2x, + 3x, < 30

Maximizar

sujeito a {

Objetivo:

determinar os valores de x; e X, que maximizam Z.
" S

n+m

=

Total de variaveis apds a insergao das folgas:
(n de decisdo + m de folga)

2. TRANSFORMAGAO (INSERGAO DE FOLGAS)

Transformamos as restricoes em igualdades
com variaveis de folga:

4x1 +2.X'2 +f1 = 40
2x1 +3x2 +f2 = 30

X1, X2, f1, =20

Em cada iteragao do Simplex:
! m variaveis basicas
(igual ao numero de restrigoes)

3. CONCEITOS-CHAVE

Variaveis
de decisao
Varidveis
de folga
Variaveis
basicas
Varidveis
nao basicas

X1, ..., Xn  Sao as variaveis que quermos determinar.
A solug@o 6tima do problema sdo seus valores.

fi,---» fm  Representam os recursos nao utilizados
(folga) em cada restrigéo.

Em cada iteragao do Simplex, sdo as variaveis
cujos valores sao calculados pelas equagoes.

As demais variaveis sao fixadas em zero
naquela iteragao.

- ©

n variaveis nao basicas
(todas fixadas em zero)




FLUXOGRAMA DO METODO SIMPLEX (USO DE FOLGAS)

O método Simplex é um processo iterativo para determinar a melhor solugdao (maxima ou minima) de um problema de Programacao Linear,

€@ CONVERTER O MODELO

PARA IGUALDADES (USO DE FOLGAS)

LEGENDA
y g ' o para todas as variaveis
Transformamos o modelo de PL para Organizamos o sistema no quadro (incluindo folgas). s C; : coeficiente da fungo objetivo da variavel j.
um sistema de equacdes usando tabela) Simplex. 2
q <;d fol ( ) P v ® Zj : contribuigdo atual da varidvel j na funcao objetivo.
somente variaveis de folga. -
0 Escolher as variaveis de folga @ Escolher varidvel que entra na base » C; - Z; : custo reduzido (indica possibilidade de melhoria).
s Sl g s Maior valor positivode C; — Z;. . g . s
Modelo original: como variaveis basicas iniciais. P Zae 2 o b, : termo independente da restricdo i (lado direito).
(Coluna pivo) ‘
. iz i : fici a variavel j na restricdo i.
max (oumin) Z = ¢"x o As variaveis de decis3o (x) v 2 * ay; : coeficiente da varidvel j na restricdo i
sa. Ax < b sdo ndo basicas (valem 0). SOLUGAO OTIMA o Pivd: elemento na intersecdo da linha de saida
s - = ENCONTRADA
@ Teste de otimalidade NAO com a coluna de entrada.
x20 » © 0 quadro inicial tera a forma: ‘ Existe C; — Z; > 07 | © Valores das varidveis
| basicas
¢ Valor da funcdo
Conversao das restriqées (somente folgas): Quadro inicial com folgas como base: Nova ‘ SIM ‘ objetivo Z o OBSERVACGES IMPORTANTES
: . iteracdo
T Varidveis Teste da razio minima e Todas as variaveis (decisao e folga) devem
alx<b, = alx+ fi=0b Base | T b (4] Pir s By s 0 ( 9a)
" Xy is=Eh X fii % fm ara cada linha { c:m a; >0, permanecer > 0.
( : 2 ) . | » - o = - calcular —- . p
fi fi apn v o PPIUL ), b, s e O método termina quando ndo ha
(Coluna pivo)
. 4 i v C; — Z; > 0 (otimalidade alcangada).
istema de equacgoes resultante: e
s o a0 1 by e Escolher variavel que sai da base e Para problemas de minimizagao, o teste muda
Menor razio positiva. para C; — Z; < 0.
- j j
Ax+ 1f=0b Z | €l Cn 0 0 0 Elemento na intersecdo = pivd.
x;f.=20 C=Z|c1=2 - cu=Zn| © 0 v
Realizar operagdo de pivo °
Transformar o pivd em 1 e zerar os demais VANTAGEM DO USO DE FOLGAS
0 Agora temos m equagdes e n + m variaveis: Como b = 0 e as folgas formam uma matriz oo A Quando todas as restricdes sdo do tipo “<", as folgas
n variaveis de decisdo (x) e m variaveis identidade, a solugdo basica inicial é viavel: * permitem obter uma soluciio basica inicial viavel
de folga (f). x=0e f=b. Atualizar o quadro

avaliando sucessivas solucées basicas viaveis do sistema de equacoes associado ao modelo.

@ MONTAR O QUADRO

INICIAL (ITERAGAO 0)

© ITERAR (ITERAGOES 1, 2, 3, ...)

Caleular C; — Zj

de forma direta e simples.

Recalcular Z; e C; — Z; e voltar ao passo 1.

Solugao 6tima
alcancada

o Converter para igualdades
(adicionar folgas)

» 9 Montar quadro inicial

(folgas na base)

» 0 Iterar: entrar, sair, pivo, -

* RESUMO DO FLUXO: :
atualizar quadro



QUADRO INICIAL DO SIMPLEX

Modelo na forma padrao (com variaveis de folga)

Maximizar Z = ¢c;x; + C x5 + -+ + ¢, X,

a1 X, + appx; + -+ agx, + f1 = by
Ap1X1 + AxpXy + - + Ay X, + [, = b,

Sujeito a

A1 Xy + Am2 X2 o+ e AmnXn +fm = bm

Variaveis de decisao
Xi5.X75 - 55 Xn
(ndo basicas inicialmente)

~

7

Varidveis de folga

fi for s fm

(formam a base inicial)

Termo independente
b;

(disponibilidade dos recursos)

x; =0, f;=0
J 4
Varidveis bési | I
ariaveis basicas
Variaveis
S@o as variaveis Biaitne Cp X1 X2 Xn f1 f2 o2 Tim b;
na coluna da esquerda.
Inicialmente s@o : fi 0 a1 a2 A1n 1 0 Lo 0 b, 4§ .
as variaveis de folga i
o R f2 -0 21 a22 A2n 0 1 0 b, Valores disponiveis
. . <— de cada recurso
. ' (termo independente
Cp / de cada restrigéo).
Coeficientes da fm 0 Am1 Am2 Amn 0 0 1 by, L ¢éo)
fungao objetivo das
variaveis basicas. ZJ 0 0 0 0 0 0 0
Como f; ndo estdo /z
na fungdo objetivo, Cj =Z j / Cq Cy Cn 0 0 0 0 .
cg = 0. / \ Base inicial
P ’ Formada pelas variaveis
& C; — Z; (linha de avaliagao) de folga (colunas

Valores obtidos ao multiplicar cada coeficiente da linha
por cg correspondente e somar coluna a coluna.
WS

Indica o potencial de melhoria para cada variavel ndo basica.
Para maximizagao: se existir valor positivo, ainda é possivel melhorar Z.

formam uma matriz
identidade).




QUADRO INICIAL DO SIMPLEX - EXEMPLO

Problema: Producao de mesas (x;) e cadeiras (x5)

1. FORMULACAO DO MODELO 2. TRANSFORMAGCAO (INSERCAO DE FOLGAS) Varibveis

Maximizar Z = 50x; + 40x, 4x, + 2%, + f; = 40 (folga de madeira) }cl, Xos " \fra|nav:|s de dejasao
sujeito a 4x; + 2x, < 40 (madeira) 1 : folga de madeira
- 2% + 3% ¥ = 30 (folga de trabalho
“{ 2x; + 3x, < 30 (trabalho) : 2 + f2 (folg ) b : folga de trabalho
X4 Xz = 0 Xi X5 1 T 270 b; : recursos disponiveis
. J/ (S J/
3. QUADRO INICIAL DO SIMPLEX
Varisveis Varidveis de decisdo (ndo basicas) Varidveis de folga (basicas) b.
o e g C i
Varli{VéI? l?aSIcaS Basicas B X4 X f 1 f 2 (termo independente)
Iniciais:
fiefs 0 4 2 1 0 40 |
(as folgas). h | Vglore§ ‘
f 0 2 3 0 1 30 disponiveis
(e S de cada recurso.
Coeficientes da
funcao objetivo Zj 0 0 0 0 0
das variaveis > ——— = — — — — S == ns— | [N —
basicas. C; — Z; 50 40 0 0 0
Como f; e f5
nao estao na . = ' =
fungao objetivo, Todas as variaveis de decisao ( As variaveis de folga sdo basicas | Solugdo basica inicial:
cg = 0. sdo ndo basicas inicialmente | e compdem a solugao inicial: (%1, X2, f1, f>) = (0,0, 40, 30)
3 e recebem valor zero: ‘

%y, =040, 505 =50\ fi=40e f, =30. | | Lucroinicial: Z = 50(0) +40(0) = 0

= o . . " S T — _  ~—
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0 Base

Conjunto das m variaveis
basicas nesta iteragao.
Podem ser variaveis

de decisao ou folgas.
Sempre ha m variaveis
na base (m = n° de
restrigoes).

© G

Coeficientes, na fungao
objetivo, das variaveis
basicas listadas

na coluna da base.

Ideia central:

uma solugdo basica.

QUADRO DO SIMPLEX - ITERACAO GENERICA (k = 0)

Valido para qualquer iteragao do algoritmo

e Varidveis nao basicas
Conjunto das n variaveis nao
béasicas nesta iteragao.

Seus valores sao 0.

7

0 Coeficientes das restrigoes
Coeficientes das variaveis (decisao e
folgas) nas restrigdes apos os
pivoteamentos realizados até aqui.

v

Cada quadro representa

~

As linhas Zj e Cj — Z;
nos indicam se existe
uma solugao melhor e
qual varidvel deve entrar
na base.

) )
» | Variaveis Variaveis de decisdo (ndo basicas) Variaveis de folga b;
Basicas Cg (basicas ou nao basicas) (termo
(base B) X1 Xn f1 fm (ndependente) -
e b; (termo independente)
XB1 Cpy a1 A1n 1,n+1 A1,n+m b, <«——| Valor atual da variavel
. 1 bésica correspondente
X € a a a a | b

B2 . B2 21 2n 2,n+1 2,n+m 2 na iteragéo.

: : No quadro inicial,
- » & & . a b coincide com o limite
(%
Bm Bm ml mn m,n+1 mn+m . m de cada restriggo.
)
Zj A A Zn Zn+1 Zn+m A
Cj - Z] ¢, -2, } Cn — Z, Cos1 — Zp4a Cosm — Znsim
e - - Y 1
9 G |
O Linha Z; 0 Linha C; — Z;
Zl = 2:21 CBt ai,«. ‘ Cl — Z} o Cj — Zj. Legen'da d Eonia dardadtis
Contribuigdo da base atual Avalia o potencial de melhoria. gl e e ™
i m = numero de restrigoes
Dafa' C'a ) = Garammaimizacho;ee Cpie= 250 N = conjunto das nao basicas
Na Gltima coluna: Z = ), _, Cp by, hé possibilidade de aumentar Z. & .
valor atual da fungao objetivo. B = conjunto das basicas
- - e, & e




EXPLICACAO DAS ETAPAS DE UMA ITERAQI\O DO METODO SIMPLEX
S "

© 00 0 00 0O

Calcular C]- — Zj

Verificar se existe
Cj — Z] >0

Escolher variavel
que entra na base

Teste da razao minima

Escolher variavel
que sai da base

Realizar operagao
de pivo

Atualizar o quadro

Para cada coluna j (incluindo as folgas), calcule C; — Z;.
Z; é a contribuicao da base atual para a coluna j.

Se todos os C; — Z; < 0, ndo ha variavel que possa aumentar Z.
A solucao basica atual é 6tima e o algoritmo termina.

Se existir C; — Z; > 0, escolha como variavel que entra na base aquela
com o maior valor positivo de C; — Z;.
o ; " bi
Na coluna da variavel escolhida, calcule as razoes 4. apenas para a;; > 0.

ij
Essa razao indica o quanto podemos aumentar a varidvel que entra na base

sem violar as restri¢oes.

A variavel que sai da base é a da linha com a menor razao positiva calculada.
O elemento na intersecdo dessa linha com a coluna escolhida é o pivé.

Divida a linha pivo pelo elemento pivé para torna-lo igual a 1.
Zere os demais elementos da coluna da variavel que entrou na base,
usando operacoes de linha.

Atualize as linhas Zj e C; — Zj com os novos valores do quadro.
Retorne a etapa 1 para a préoxima iteracgao.



PROXIMO PASSO - ESCOLHER A VARIAVEL QUE ENTRA NA BASE

Usando o quadro inicial do exemplo: Producido de mesas (x;) e cadeiras (x5)

1. MODELO 2. QUADRO INICIAL DO SIMPLEX 3. REGRA DE ESCOLHA (MAXIMIZAGAO)

Madlzar Z = 501, + 40%; Varidveis ) Variaveis de decisdo (ndo basicas) Variaveis de folga (basicas) b.,- Na linha C; — Z;, escolha a coluna com
Basicas Xy Xy f fa (termo indep.) o maior valor positivo.
sujeito a 4x, + 2x, < 40 (madeira)
{ 2x; + 3x, < 30 (trabalho) fi 0 4 s 1 0 40 Interpretagao:
Xy, X = 0 b 23 0 2 3 0 1 30 Esse valor indica o potencial de
! ! aumento de Z caso essa variavel
\ ’ Zj 0 0 0 0 0 0 entre na base.
Ci - Z {--5-0"5: 40 0 0 0 = Maior valor positivo: 50 na coluna x; .
o | sOeomedl ——— Logo, x; é a variavel que entra na base.

Intuigdo: Aumentar x; (mantendo as demais ndo basicas em zero) pode aumentar o lucro, pois seu coeficiente na
funcéo objetivo (50) ainda nédo esta sendo “compensado” pela base atual (que da Z; = 0).

5. ELEMENTO PIVO 6. 0 QUE ACONTECE EM SEGUIDA

4. TESTE DA RAZAO MINIMA (PARA DEFINIR QUEM SAl)

Considere apenas as linhas com coeficiente positivo na coluna de x; ‘ Elemento na interse¢o da linha que sai 1. x; entra na base.
e calcule ::1 : (linha 1) com a coluna que entra (xy). 2. f; saida base.
N 3. Realiza-se a operacao de pivo:
: ¥ oo < b; b
Linha ‘Vanavel basica| @;; (coef.de x;) | b; (termoindep.) = X, Xy fi o i ' R
T o o | T e i N = Y A
1 fi 4 40 40 - 10 | l 2 1 0 40 e Zera-se os demais elementos da coluna
| ) | , 4 b x4 nas outras linhas.
30 |
2 fa 2 30 = 15 || 3 0 1 30 4. Obtém-se um novo quadro do simplex,
= : - = = ! que representa uma nova solugao bdsica
mm) Razéo ninima = 10 (linha 1). Logo, f; sai da base. ‘ [ Elemento pivd = 4 ’ (e possivelmente maior valor de Z).

@/ Resumo do passo:

e Escolhemos a variavel que entra na base (x;) pela maior melhoria possivel em Z. i

|
¢ Teste da ragdo minima indica qual variavel sai (f7). |
¢ O pivd é 4. O préoximo quadro sera obtido realizando as operagoes de pivo. i

’



PROXIMO QUADRO DO SIMPLEX (APOS O 1° PIVO)

Exemplo: Produgao de mesas (x,) e cadeiras (x5)

1. MODELO 2. MOVIMENTO REALIZADO 3. NOVO QUADRO DO SIMPLEX

|

e | Variaveis de decisdo Varidveis de folga b
Maximizar Z = 50x, + 40x,  Varidvel que entra na base: x, arla.wels Cg (ndo bésicas) (ndo basicas/basica) L
. Basicas x4 X, f1 fz (termo indep.)
o {4;\:] + 2%, < 40 (madeira) (maior C; — Z; = 50 na coluna x,)
2%, + 3x, < 30 (trabalh »
: & bl | vasiivel que sai da base: f; ¥1 50 1 L Ha 0 e

>
X1, % 20 (razdo minima = 10 na linha 1)

L ) o 0 0 2 =142 1 10

» Elemento pivo = 4

(intersegao da linha 1 com coluna x,)

0 que o novo quadro representa Zj 50 25 12.5 0 500
* x, estd na base com valor 10.
» f, estd na base com valor 10.
* x, e [, sdo ndo basicas e, portanto, valem 0. Cj - Zj 0 15 =12,5 0 0
» Valor atual da fungédo objetivo: Z = 500.

4. INTERPRETAGAO DA NOVA SOLUGAO BASICA 5. VERIFICAGAO DA MELHORIA 6. PROXIMO PASSO (A SER REALIZADO)

Como as variaveis nédo basicas sédo x, = 0e f; = 0, Alinha C; — Z; indica o potencial de melhora. Repetimos o procedimento:
os valores das variaveis sdo: 1. Escolher a variavel que entra (maior C; — Z; > 0).
x; =10 Vilor da fiinsgo objétivo: Ha valor positivo: 15 na coluna x.. 2. Teste da razdo minima para escolher quem sai.
%3, =40 - 3. Determinar o elemento pivé
. pivo.
£ =0 Z = 50(10) + 40(0) = 500 Logo, ainda podemos aumentar Z
f, =10 fazendo x, entrar na base. 4. Realizar a operagao de pivo para obter o préximo quadro.
=

z 3
i , v Elemento pivd = 4. i
i peoe v x, entrou na base (maior C; — Z;). i
| (@/) Resumo do 1° pivd : ( i ¥ Novo valor de Z = 500.
|
4

N s meludiatiasel(fazaciinin). ¥ Ainda ha possibilidade de melhorar (C; — Z; = 15 na coluna x;).




PROXIMO QUADRO DO SIMPLEX (APGS 0 2° PIVO)

Exemplo: Produgado de mesas (x;) e cadeiras (x;)

3. NOVO QUADRO DO SIMPLEX (APOS 0 2° PIV0) 4. COMO 0 2° PIVO FOI OBTIDO

Maximizar Z = 50x; + 40x, Varidveis de decisdo Varidveis de folga @ variével que entra na base:
) Variaveis C (n#o basicas) (n#o basicas/bésica) bi x5 (maior C; — Zj > 0,
sujeitoa [ 4x1 + 2xz < 40 (madeira) Basicas B (termo indep.) na coluna x,: 15 no quadro
2x; + 3x; < 30 (trabalho) 1 X2 ! fi f2 anterior).
Teste da razdao minima
X1, X2 > 0 0
L X1 50 1 0 1/2 —1/6 5 (na coluna x, do quadro
5 2 _ | _ | v anterior):
2. MOVIMENTO REALIZADO NO 1° PIVO . Linhal: §-+ (1/2) = 10
« Variavel que entrou na base: x, X2 40 0 1 -1/6 1/3 10 o Linha2: 10+2=5
» Varidvel que saiu da base: f; : - - - - Razao minima = 5 (linha 2).
« Elemento pivd = 4 (linha 1, coluna x;) : Logo, f» sai da base.
| Z; 50 40 20 0 900 -
Solugdo bésica apés o 1° pivé: . o W © Elemento pivé = 2
x, = 10 (interseg@o da linha 2 com
1= <
%% =0 Valor da fungéo objetivo: | C e Z j 0 0 -20 0 0 a coluna x, do quadro anterior).
f=0 7 = 500 l | | ) Realizada a operagdo de pivd,
fa = 10 B obtém-se o novo quadro ao lado.
9% INTERPRETAQAO DA NOVA SOLUCAO BASICA 6. VERIFICACAO DA MELHORIA 7. SIGNIFICADO DA LINHA E COLUNAS
Como as variaveis ndo béasicas sdo f; = Oe f, = 0, . = ] - Linhas das Agora a base é composta por x; e x;.
e ; 4 Alinha Cj — Z; néo possui valores positivos varidqveis ——p Os valores a direita séo os valores dessas
os valores das varidveis s3o: 0 S G5
(0, 0, =20, 0). basicas variaveis na solugéo étima.
X1 =5 = . : Coeficientes das varidveis basicas na fungao
56:objétivo: e ——» o
x2 = 10 Valor dafunghoobjetve: () Conclusao: nao hé variavel que possa i objetivo: Cx; = 50 e Cx, = 40.
Ji_=+0 Z = 50(5) + 40(10) = 900 entrar na base para aumentar Z. Coeficientes das variaveis nas restrigoes
J Parte central » . % e
f2=0 ap6s as operagoes de pivo.
= eea Informam que ja ndo ha possibilidade de
| =) A produgéo 6tima atual: 5 mesas e 10 cadeiras. Solugdo 6tima encontrada! 2SCEZi— _ ihorar Zq(todos € =Z1'=. 0).
[ T T e e o e e i o e e o e —\=
E / —_— v x; entrou na base. v Elemento pivd = 2. v Todos os Cj — Z; < 0. Portanto, esta é |
' ((®) Resumo do 2° pivé e ok :
| v f, saiu da base. v Novo valor da fungao objetivo: Z = 900. a solug@o 6tima do problema. :




DUALIDADE NA PROGRAMAGAO LINEAR

Para todo problema de Programacao Linear (Primal), existe um problema associado (Dual)
obtido pela troca de papéis entre variaveis e restricoes.

PROBLEMA PRIMAL (P) PROBLEMA DUAL (D)

TROCA DE PAPEIS
Forma padrao (maximizagao): Forma padrao (minimizacao):
Varidveis (x) <—p Restricdes (y)
max Z=clx min W =bTy
Fungdo objetivo (c) <4=——p  Termos independentes (b)
s.a. Ax< b ( ( gia. Aty > ¢
T
x > 0 A4 & A y > 0

e x € R™ : varidveis de decisdo = — = e y € R™ :variaveis duais (pregos-sombra)
o A € R™X" : matriz de coeficientes max <€=—p min o AT € R™*X™ : matriz transposta

¢ € R™ : termos independentes do dual

m . H
b € R™ : termos independentes i varikvels — m restrigées

b € R™ : coeficientes da fungao objetivo do dual

¢ € R™ : coeficientes da fungédo objetivo

PROPRIEDADES IMPORTANTES

o _ i INTERPRETAGAO
oo » Se x é viavel para o primal e y é viavel para o dual, . '
_,Q\_ entdo Z < W (dual fornece um limite superior para o primal As variaveis du:fus Yy representarn o “valor” de relaxar cafja .restngao
em problemas de maximizagao). do problema primal em uma unidade (pregos-sombra), indicando

quanto isso pode melhorar o valor da fungao objetivo.
* * o= ~ 24t x x_ *
e Sex™ e y* sdo solugdes 6timas, entdo Z* = W™,

0 A dualidade é uma ferramenta poderosa para analise econémica, interpretagao de resultados e obtencao de limites
para a solugao étima.



Exemplo 6

Uma empresa fabrica dois produtos, A e B. Cada unidade
produzida gera os seguintes resultados:

Produto

Resultado por unidade Horas de producao
A R$ 40 2h
B R$ 30 1h

A empresa dispoe de, no maximo, 20 horas de producao.

Por compromisso contratual, a producao total dos dois produtos
deve ser de pelo menos 8 unidades.

Determine as quantidades a produzir de cada produto para
maximizar o resultado total.



MODELO ORIGINAL

MODELO COM IGUALDADES

max Z = 40x; + 30x,

S.d.

s S i

vV

X1+X2

X1, X9

max Z = 40x1 + 3OX2

25y ¥ Xy + I
x1+x2—62

Xys Xas J1s €

vV




QUADRO INICIAL (TABLEAU INICIAL)

VEEVEAR Termo

Razao
independente .
(b) (b / al,p)
e, 0 1 1 0 ~f | 8 -
C; 40 30 0 0
Z 0 0 0 0 Z=

Variveis basicas iniciais: f;, e, | Varidveis ndo basicas: x|, X,




METODO SIMPLEX - 12 ITERACAO

€@ CcoNVERSAO DAS LINHAS € auAaDRO APGS A 12 ITERAGAO

1) Linha pivé (divide pelo pivé = 1): C 18ro
B

independente
X1 X2 h €2 (b)

€@ oenTIFIcAGAO DO PIVO

Coluna pivéd (entra):

Maior C; — Z; positivo — x, (40)
L2 <= A_Lz/ 1

Linha pivo (sai):

Teste da razdo b / a;, na coluna x; (apenas a;, > 0) - X - s | - fl 0 0 -1 1 2 4 e
era os demais elementos da coluna pivo:
: 40 1 1 0 -1 8 =
Linha aip (coluna x,) b; b; [ aip X1
L e T— 20 Is
h 2 20 10 » » Cj 40 30 0 0
es 1 8 8 LZ(—LZ—40'L2
Zj 40 40 0 -40 320
Pivé: as; = 1 (linha ey, coluna x,) (Ls: nova linha da base com x; = 1) C;-Z; 0 -10 0 40

QUADRO INICIAL (PARA REFERENCIA) QUADRO APOS A 12 ITERAGAO

Variaveis Termo Variaveis Termo

Razao
Base C independente Base Cp
- g X fi e (b) g -- i 2
0 20 10 N 0 0

independente il
S €z (b) (b/aip)

fi 0 2 1 -1 1 2 4 -
e 0 1 1 -1 8 » xy 40 1 1 0 -1 8 -
; 40 30 0 C; 40 30 0 0
f 0 0 0 Z; 40 40 0 -40 320
C;-Z; 40 30 0 Ci-Z; 0 -10 0 40

@ Interpretag@o: x; entrou na base e es saiu. O valor da fungéo objetivo melhorou de Z = (0 para Z = 320.



IDENTIFICAGAO DO PIVO

Coluna pivé (entra):

Maior C; — Z; positivo — e5 (40)

Linha pivd (sai):

METODO SIMPLEX - 22 ITERACAO

o CONVERSAO DAS LINHAS e QUADRO APOS A 22 ITERAGAO

1) Linha pivé (divide pelo pivé = 2): Base Cg

independente

X1 e fi ) (b)

Ll(—L1/2

Teste da razao b;/ a;;, na coluna ey €2 0 0 ~1j2 1/2 : é -
in >0
S )h _ - x1 40 1 1/2 | 1/2 0 10 =
2) Zera os demais elementos da coluna pivo:
Linha a; p (coluna e;) b; b; [ aip
C; 40 30 0 0
2 4 2
h T, <P LAl
Xy -1 8 = Z; 40 20 20 0 400
Pivd: a;4 =2 (linha fy, coluna e;) (Lq: nova linha da base com ey, = 1) Cj - Z; 0 10 -20 0
QUADRO APOS A 12 ITERAGAO (PARA REFERENCIA) QUADRO APOS A 22 ITERAGAO

fi 0

X1

40

40

40

Varidveis

1 0

30 0

40 0
-10 0
Interpretacao:

Termo | Varidveis Termo Razio
independente b/ a,) Base Cy independente b/ a,)
(b) ip X X fi €2 (b) 2t
4 2 e, 0 0 1/2 1 2 -

~1/2

=1 8 = » X1 40 1 1/2 1/2 0 10 —~
0 C; 40 30 0 0

-40 320 Z; 40 20 20 0 400

40 Ci-Z; 0 10 -20 0

€9 entrou na base e f; saiu. O valor da funcdo objetivo melhorou de Z = 320 para Z = 400.
Ainda existe C; — Zj > 0 (coluna x3) => prossiga para a préxima iteragao.



Coluna pivé (entra):

IDENTIFICAGAO DO PIVO

METODO SIMPLEX - 32 ITERACAO

9 CONVERSAO DAS LINHAS

e QUADRO APOS A 32 ITERAGAO

1) Linha pivé (divid lo pivd = 1/2):
Maior C; — Z; positivo — x5 (10) Jiintm ROTIAVIcR: peloipe) /2) Base Cp
Linha pivé (sai): Ly« Ly /(1/2) =2- L, 0 1 0
Teste da razdo b;/ a;, na coluna 3 €
(apenas a;, > 0)
; : . o X 30 2 1
2) Zera os demais elementos da coluna pivo:
Linha a;,p (coluna x3) b; b/ aip »
1 C; 40 30
€2 _1/2 2 . L] (—L1+§L2
X 1/2 10 20 Z; 60 30
i 1 : = o
Pive: ay, = > (linha z, coluna z5) (L5: nova linha da base com xy = 1) C] ZJ 20 0
QUADRO APOS A 22 ITERAGAO (PARA REFERENCIA)
c ; Variaveis | dTentf Razdio y
independente : ase
b x] Xy f] 82 (b) (b/al,p)
e, 0 0 -1/2 1/2 1 2 = e,
X 40 1 1/2 1/2 0 10 - » X, 30 2 1
C; 40 30 0 0 C; 40 30
Zj 40 20 20 0 400 Zj 60 30
Ci-2; 0 10 -20 0 Ci-2; -20 0

@ Interpretacao:

T, entrou na base e x; saiu. O valor da fungdo objetivo melhorou para Z = 600.

Como C; — Z; < 0 para todas as variaveis, esta é a solugdo 6tima.

Variaveis

Variaveis

Termo
independente

(b)

1 1 22 =
1 0 20 =
0 0

30 0 600

-30 0

QUADRO APOS A 32 ITERAGAO

Termo

independente

Razao
(b / ai,p)

1 0 20 ==
0 0

30 0 600

-30 0

Solucédo étima:
T = 0, Lo = 20. Zmax = 600
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